CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"

ETAPA JUDETEANA - 10 martie 2012

Filiera teoretica, profil umanist

BAREM DE CORECTARE CLASA A IX-A

1. Se considera functiile f, g: R — R, f(x) =ax + 3 si g(x) =x + b.
a. Sa se determine a 51 b € R astfel incat M (-1,4) sa fie punct comun graficelor Gg si Gy.
b. Sa se demonstreze ca pentru a si b determinati mai sus G, LG, .

c. Sa se determine aria suprafetei cuprinse intre graficele functiilor f, g si axa Ox.

Solutie:
a)M e G = f(-1)=4= -a+3=4 = a=-1
Me Gy = g-1)=4= -14b=4= D=5 e Ip
b) G N(Ox) = x+3=0 = x=3 = A(3,0)
GeN(OXx) = Xx+5=0 = X=-5 = B(-5,0) cooiiiiiiiiiic Ip
Desen corect cu indicarea tuturor elementelor pe figura ...... 2p
M1 4)» AARM:

m(<xR) =90°, AR =4 u.m., MR =4 um. = m(xRMA) =45°

m(<«R) =90°, MR =4 u.m., RB =4 um. = m(<RMB) =45°
B(-é;}}r’/ ‘ } R(i1',‘0> “'\5\(3@ ............................................................................................... Ip
= M(XAMB) = 90" => Gt L Gy ovvooeveeeeeeeeeeeeeeeseeeerne 1p
AB-MR 4.8
o)A = ) SLOUD. oo Ip

2. Un gradinar a plantat intr-una dintre gradinile pe care le ingrijeste parcele cu tufe de trandafir
din soiuri distincte, astfel incat fiecare parceld contine trandafiri dintr-un alt soi. Intr-o zi are de
realizat un aranjament floral din acesti trandafiri. Analizeaza tufele si procedeazd in felul
urmator: din prima parcela taie trei trandafiri, din cea de a doua taie de doud ori mai multi decat
din prima s.a.m.d., tdind dintr-o parcela de doud ori mai multi trandafiri decat din parcela
precedenta.
a. Cate soiuri de trandafiri trebuie sd foloseasca gradinarul pentru a realiza aranjamentul floral,
astfel incat acesta sa fie format din 6141 de trandafiri?

b. Care este numarul minim de trandafiri pe care trebuie sd-1 aiba parcela a IX-a pentru a putea
fi folosita la realizarea aranjamentului floral?

Solutie:

a) Fie (n + 1), numarul de parcele cu tufe de trandafiri ale gradinii, pentru realizarea aranjamentului

1 (011 OSSPSR Ip

Conform enuntului trebuie sd avem:

3423+2:(23)+2:(223) i+ 2:22:3= 60141 oo Ip
&g
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Deducem: 3(1+ 2 4 27+ 0. £ 2%) = 6141 oot Ip
142427+ 42" =2047 = 2" 122047 oo, Ip
2" =2048 = 2™ =21 5 =10 oo Ip
Asadar, gradinarul trebuie sd foloseasca 11 soiuri de trandafiri pentru realizarea aranjamentului
FLOTAL ..ottt ettt ettt et e bt a e e e bt e at e e b ee et e e be e teeenbeeenbeeneeenteas Ip
b) Parcela a IX a trebuie sa aiba cel putin: 3 - 25 =3 - 256 =768 ......cooveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeers Ip

3. Din multimea {-2; -1; 0; 1; 2} se aleg la intimplare doud elemente a si b, nu neaparat distincte.

......

Pentru ca x* + 2ax + b = 0 si aibi radicini reale este necesar ca A >0 ........c..ooevevveveeeeeeeeereernans Ip
A=Qa)—4b=4a"—4b; =42’ —4b20=a"-D20=8"2D weooerrieeeeeeeeeeeeeeeeeee e Ip
Sunt 5+ 5 =25 CaZuri POSIDILE ....cccvieiiiiiiieie et 2p
Cazuri favorabile: b=-2 = 5 cazuri,b=-1 = 5Scazuri, b=0 = 5cazuri,b=1 = 4 cazuri

b=2 = 2 cazuri. Sunt 21 de cazuri favorabile ............ccceoviiriiiiiiiniie e 2p
Probabilitatea ceruta este P = 2—; ..................................................................................................... Ip

4. Fie ABCD un patrulater convex si punctele Me[AD], Ne[BC] care impart segmentele
[AD] si [BC] 1n acelasi raport m. Sa se determine vectorul MN in functie de vectorii AB

si DC .
Solutie:
ﬂ=ﬁ=m:> AM =m-MD $1 BN = NC oo Ip
MD NC
(1) MN =MD 4+ DC 4 CN ..o eeee s 1p
(2) MN=MA +AB+BN w..ooooooooiiiioiciceeceeesessssssooneee oo 1p
Inmultim relatia (1) cu m:
M-MN =MD +1m-DC+IMCN oo es s Ip
si 0 adunam cu relatia (2), obtinem:
(m+1)-m=m-@+m-D—C+m-@+M—A+A—B+ﬁ\I ............................................................. Ip
(m+1)-MN = AM + NB+MA + AB+BN +m-DC = AB+MDC ....coovvovrrrrrrrrrreieennissneeneneeeees 1p

——  AB+m-DC

de unde MN=+—mC ............................................................................................................. Ip

1+m
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BAREM DE CORECTARE CLASA A X-A

1. Se considerd multimea 4= {k +\/;|k eZ,ne N} :

a) Sa se demonstreze ca Z < A .
b) Sa se demonstreze ca J2-1e4 si V2+3¢ 4.

¢) Sa se demonstreze ca V101 —-10 € Am(O,zLoj .

Solutie:
Q) (V)K EZ k=K A0 €A L C A oot Ip
D) —1€Z,2 €N —1 82 €A oot 1p
Presupunem 2 ++/3 € 4= (3)keZsineN astfel incat
V2 4B =k 40 2 54 206 = k2 41+ 2K oo, Ip
k=1
={n=6 R £:1 OSSPSR 2p
kK*+n=5
1
(o) IR RN K B [0 .1
) V101 +10 P
Evident x>0si1 x< ! =i, ...................................................................................................... Ip
10+10 20
2. a) Sade demonstreze ca: log, 5 € (2;3);
b) Sa se rezolve ecuatia 5'8% — 318X~ = 3lex+l _glex-
Solutie:
a) AvEM: 2 =105 451 310858 oot Ip
Cum4 <5<8 =1log,4<10g,5<102,8=10225 €(2, 3) toierieiiiiieieeieeeeteeee e e 2p
b) Conditia de eXISTENTA: X > 0 ...eoiuiiiiiieiiieiieiie ettt ettt ettt ee st e e aeesebeebeesateeaeasnbeeseesaseens Ip
Ecuatia este echivalentd cu 5% - (1+571) = 31&x -(3 +3_1) ............................................................. Ip
S8 L ek 1p
5 3
3.508x 71— 5.3lexl  5lex=2 _ 318X 1oy = D 5 X =100 e 1p

3. Un soricel se afla la 20 pasi de adapostul sdu. Pisica se afla la 5 sarituri in spatele soricelului si
incepe urmarirea simultan cu fuga soricelului spre adapost. Cand pisica face o sdritura, soricelul
face 3 pasi. O sariturd a pisicii este echivalenta cu 10 pasi ai soricelului. Poate pisica sa prinda
soricelul pana la intrarea in adapost ?

Solutie:

5 sarituri 20 pagi=2 sarituri
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Pentru pisica sunt necesare 7 sarituri pentru a ajunge la adapostul soricelului ...........cccceeeveennennen. 2p
Dupa 6 sarituri ale pisicii, soricelul face 6 - 3 = 18 PG ..ccvevvvirieriiriiiirieceeeee e 2p
Asadar soricelului 1i mai raman 2 pasi pentru a ajunge la adapost si cu al treilea pas se va ascunde,
prin urmare pisica nu poate prinde SOTICEIUL .........ccciiiiiiiiiiiiiiiiie e 3p

4. Un alfabet al extraterestrilor contine doar doud litere: A si B. Acest alfabet are urmatoarea
proprietate: Dacd se sterge subcuvantul AB dintr-un cuvant, sau se introduce intr-o oarecare
pozitie a cuvantului ales subcuvantul BA sau subcuvantul AABB, atunci se obtine un cuvant
sinonim cu cel ales. (se accepta si cuvinte formate dintr-o singura litera)

a) Aplicand oricare dintre cele trei operatii unui cuvant ales, diferenta dintre numaérul de litere A
si numarul de litere B se modifica ?
b) Cuvintele ABA si BABA sunt sinonime ?

Solutie:

a) Alegand un cuvant oarecare din limba in care se foloseste acest alfabet, daca stergem subcuvantul

AB (1A si 1B) sau addugam intr-o oarecare pozitie a cuvantului ales subcuvantul BA (1A si 1B) sau

subcuvantul AABB (2 de A si 2 de B), diferenta dintre numarul de litere A si numarul de litere B

din cuvant NU S€ MOMITICA ......cccuiiiiiiiiieiiee ettt ettt et et e et e s eteebeesaseeseesnaeens 4p
b) In cuvantul ABA, aceastd diferenta este 1, iar in cuvantul BABA, diferenta este zero. Asadar
cuvintele ABA si BABA NU SUNE STNONIME .....oueiiiiiiiiiiiieiieeie ettt st seee e 3p
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BAREM DE CORECTARE CLASA A XI-A

1. La un concurs, in care punctajele se situeaza intre 0 si 100, s-au obtinut rezultatele: 75; 21; 46;
82; 33; 11; 3; 95; 87; 63; 49; 51; 17; 29; 38; 77; 83; 59; 68; 41; 33; 27; 14; 63; 48; 46; 76; 75;
19; 92; 81; 16; 28; 49; 54; 71; 83; 66; 94; 25.
a) Grupati rezultatele concursului intr-un tabel, in functie de apartenenta acestora la clasele
statistice: [0; 20], (20; 501, (50; 901, (90; 100];
b) Determinati mediana seriei statistice formata cu notele obtinute in concurs;
c¢) Daca primii 25% dintre concurenti sunt premiati, determinati punctajul minim de obtinere a
unui premiu i media notelor obtinute de concurentii premiati.

Solutie:
a)
Punctaj Frecventa
[0;20] 6
(20;50] 14
(50;90] 17
(90;100] 3
.................................................................................. 2p
b) Adaugam frecventele cumulate crescatoare
Punctaj Frecventa | Frecv.cum.cresc.
[0;20] 6 6
(20;50] 14 20
(50;90] 17 37
(90;100] 3 40
......................................................... .1p
Jumatate fiind 20, aplicdm celor doua linii din mijloc: 90=m _37-20 =5L61.ccoiiie Ip
90-20 37-6
c¢) Sunt 10 premii, punctajele: 95,94,92,87,83,83,82,81,77,76; cel mai mic: 76 .......ccceevvvrervennnnne 2p
IMLEAIA: 85 .ottt ettt et ettt e b e e bt et e e bt e e abe e bt e enb e e beeebeeeabeenbeennnn e e eas Ip

2. Doi angajati au acelasi salariu. Pe parcursul a trei ani, primului angajat i se reduce salariul cu
25 %, dupa care i se mareste cu 25 %. Al doilea angajat sufera o diminuare a salariului cu 25 %,
dupa care obtine o majorare a salariului cu 10 %, apoi o alta majorare cu 15 %. Care dintre cei
doi angajati va avea la final un salariu mai mare?

Solutie:
Primul: 12575 S§=93,75% din venitul inifial .........ccccoeiiiiiiiiiiii e 3p
100 100
Al doilea: 15 10 75 S =94,875% din venitul initial ...........oooeeriiiiiiiiiii 3p
100 100 100
Al doilea are 1a final VENIt MaT MATE ........ceouieriieiiiieiiieiieeee ettt esaae b e saeenaee s Ip

3. Se considera graful orientat G = {X, U}.
a) Daca [X] =5 51 U = {(1,2), (4,1), (2,3), (2,5)}, determinati numarul minim de arce care
trebuiesc adaugate pentru ca orice varf sd aibd gradul interior egal cu gradul exterior.

MaST Networking, calitate in dezvoftarea competentelor cheie de matematic, stiinfe i tehnologi
1SJ Calarasi, 1$J Cuj, 15 lagi, 1SJ Sibiu, 1S Meheding




CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA - 10 martie 2012

Filiera teoretica, profil umanist

b) Daca [X| =9 51 U = {(2,1), (1,6), (2,5), (2,3), (3.4), (4,6), (5,7), (4,8), (8,9)}, determinati
varfurile legate de nodul 2 prin drumuri de lungime minima egald cu a drumului minim dintre 2
si6.

c) Daca |X| = 10, sirul gradelor varfurilor sale poate fi 1, 1, 1, 3, 3, 3, 4,6, 7, 9?

Solutie:

) O OO PRSPPI Ip
g(1)=g.(1)=1g(2)=1g.(2)=2.£(3)=1.£.(3)=0,g;(4) = 0,2, (4) =1.£;(5) =1.&.(5) =0

AdAUZAM ATCEIE (3,4) S1(5,2) tuveerieeieeiieeie ettt ettt ettt sttt e et e e sbe et e et e e bt e enbeebeeenbeenseeenns Ip
b) Drumul minim intre 2 si 6: (2,1), (1,6), deci are lungimea 2 ..........cccoevveriiienieeniieniieie e Ip
Drumuri de lungime 2 care pleaca din 2: (2,5), (5,7); (2,3), (3,4) 51 (2,1), (1,6) ceeeerieereeiieeiiens 2p
c) Varful de grad 9, adiacent cu toate celelalte, deci si cucele de grad 1 ........ccceeeviiiiiiiiinniieinnne. Ip
Varful de grad 7, adiacent doar cu 9-3=6 varfuri, contradictie! Nu e posibil ..........cccccceeviiriienens Ip

4. Picald si Tandali au primit salariul lunar in bancnote de 13 lei. Intr-un magazin Picali a
cumpdrat 9 pachete de biscuiti, 10 carndciori si 7 ciocolate, iar Tandald a cumparat 5 pachete de
biscuiti, 7 carnaciori $i o ciocolata. Preturile unui pachet de biscuiti, al unui carnacior si a unei
ciocolate sunt numere intregi in lei. Pdcala a platit pentru toate cumparaturile facute de el un
numadr Intreg de bancnote, fara sa primeasca rest.

Sa se demonstreze ca si Tandald poate achita cumparaturile facute la fel.

Solutie:

Fie x, y, z respectiv pretul in lei al unui pachet de biscuiti, al unui carnacior si al unei ciocolate ....1p
Pical a achitat suma de 9x + 10 y+ 72 = 13K, KEN', ....ovimmieeeeeeee oo, Ip
La randul sau, Tandala trebuie sa achite suma de (5X + 7y + Z) [e1 c.coouvveiieeiiiiiiiiiieieeeeeee, Ip
Avem: 5Xx+7y+z=2 - (OX T 10y +72) =13 - (X T YT Z) toretiieeieee e 2p
Sx+7y+z= 213k —13-(X+ Y+ 2) = 13- (2K =X = Y= Z) oottt Ip
Tandala achita cumparaturile cu (2k — x — y — z) bancnote a cate 13 1ei ......cceeeveeviieviieiienieeieene, Ip
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BAREM DE CORECTARE CLASA A XII-A

1. intr-o clasa sunt 22 de elevi, dintre care 12 sunt fete. Si se determine in cte moduri se poate
alege un comitet al clasei format din 3 fete si 2 baieti.

Solutie:

Numarul baietilor este 22 — 10 = 12 ..oooiiiiiieieieee ettt ettt e b seresreesaaeens Ip
Fetele pot fi alese in sz =220 MNOAUIT e e e eeaas 2p
Baietii pot fi alesi i C;y =45 MOAUIT c....ovuvvieivieeiiieieeiiie et nses 2p

Comitetul format din 3 fete si 2 baieti dintre cei 22 de elevi ai clasei poate fi format in
C.) Cy = 9900 MOAUI ...voveveeeeeeeeiee st ss e s s ss s s ss s 2p

1 00 1 3 2 1
2. Se considerd matricele: 7,={0 1 0|; 4=|3 9 6|; X=|3 ;Y=(l 3 2);
0 0 1 2 6 4 2

B=L+AsiC=1;+ad, acR.

a. Sa se calculeze S = 4 — XY
b. Sa se determine a € R astfel incat BC = I3

c. Sa se demonstreze ci A* = 147 - A si apoi faptul ca A™' =14". A, Vne N’
Solutie:

1 1 3 2

2) XV =[3](1 3 2)=[3 9 6| A ettt Ip
2 2 6 4

S = A — A =0 oot 1p

D)B-C=(G+A) (L+a-A)=L+a-A+A+a-A’=L+@+)A+a-A% e, 1p

14 314 2.14
A2=]3.14 9.14 614 |=>A*=14-A
2-14 6-14 4.14

B-C=L+@+1) - A+14-a-A=T3F (1585 1) * A toooreooeeeeeeeeeeeee oo eresea. 1p
B-C=I3:>(15a+1)-A=02:>15a+1=0:>15a=-1:>a=—% ........................................ Ip
) AT=14-A, A’ =14A’=1414A =142 A, A" = A’ A= 142 AA=14A"=14A ..ccceoevv.. 1p
Presupunem cd A" = 14" . A, VneN'si demonstram cd A™" = 14" - A, (sau variante)

AT =AY A= 14" AT = 14" 14 A= 14" A e
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3. Doielevi E; si E; joacd urmatorul joc:
Inlocuiesc, succesiv elementele unei matrice patratice de ordinul al doilea cu numere intregi,
punand pe fiecare linie cate un numar.
Jocul este inceput de elevul E;.
Castiga jocul elevul care in urma completarii tuturor elementelor matricei, face ca modulul
determinantului matricei sa fie un numar par.
Sa se demonstreze cd elevul E, poate aplica acea strategie care il duce la castig, indiferent de
numerele completate de elevul E;.

Solutie:
< . a, a, a, a,
Daca matricea este A = = detA = s TE: D T DTS Ip
a, a, a, a,
1. Daca E; pune a; = impar (a; = 2k + 1, keZ), E; va pune a; = par,(a; =2m, meZ) .......cccueeuennn. Ip
Indiferent ce va pune E; in locul lui a3 (par sau impar) E, va pune a; = par (a4 =21, 1 €Z) ............ Ip
R 2k+1 2m 2k+1 m ) .
In acest caz avem det A = = = par, deci E; castigd ........coooeeeiiienieninnen. 2p
a, 21 a, 1
2. Daca E; pune a; = par (a; = 2k, keZ), E; va pune a; = par (2, =2m, MEZ) ...ceevvvevveereveeenennne. Ip
R 2k 2m k m ) .
In acest caz avem det A = = = par, deci E; castiga .......ccoocveviiiiiiniieeeeen Ip
a, a, a, a,

4. Intr-un plan, raportat la reperul ortogonal de axe de coordonate (xOy) se dau punctele: A(0;6);
B(a;4); C(-1;4).
a. Sa se determine a€ R astfel Incat punctele A, B si C sa fie coliniare.
b. Pentru a = 5 sd se determine aria triunghiului ABC.
c. Pentru a =5 sa se scrie ecuatia medianei corespunzatoare laturii BC.

Solutie:
a) Punctele A, B, C sunt coliniare daca:
0 61
a 4 [|=0=-6+4a+4-6a=0=-2a—-2=0=a2=-1 cocieeriiiiriieieeeeeeeeeeeeeee 2p
-1 4 1
0 61
b) A—AABC=%| 5 4 1|=%|—6+20+4—30|=%-12=6u.p. ..................................................... 2p
-1 4 1
c¢) Determina coordonatele mijlocului lui [BC] notat cu M:
XM=5—_1=2,yM=ﬂ=4C>M(2,4) ....................................................................................... Ip
2 2
x y 1
Ecuatia dreptei (AM): [0 6 1[=0=AM: X+ Y =0 =0 oioiiiiiieiieeeeeee e 2p
2 4 1
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